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Angewandte Mathematik

Warum optimieren? Was kann schon schief gehn?
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Warum optimieren? Was kann schon schief gehn?
Negativbeispiel: Tacoma-Narrows-Briicke 1940 (WA, USA)
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Angewandte Mathematik

Warum optimieren? Was kann schon schief gehn?
Negativbeispiel: Tacoma-Narrows-Briicke 1940 (WA, USA)
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Angewandte Mathematik
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Ubersicht

@ Problembeschreibung und Modellierung
@ Zusatz 1: Berechnung der Steifigkeit

© Mathematische Losung
@ Ableitungsfreie Methoden
@ Methoden mit Ableitung
@ Zusatz 2: mehrdimensionale Optimierung
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Ubersicht

@ Problembeschreibung und Modellierung
@ Zusatz 1: Berechnung der Steifigkeit
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Problembeschreibung und Modellierung et it Erred il S

Problembeschreibung und Modellierung

Problembeschreibung: Finde optimale Briicke, d.h.

@ Briicke soll gegebene, auf sie wirkende Lasten so gut wie moglich
aushalten
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Problembeschreibung und Modellierung

Problembeschreibung und Modellierung

Problembeschreibung: Finde optimale Briicke, d.h.

@ Briicke soll gegebene, auf sie wirkende Lasten so gut wie moglich
aushalten

1
Steifigkeit(PV)

(/) = —> min
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Problembeschreibung und Modellierung

Problembeschreibung und Modellierung

Problembeschreibung: Finde optimale Briicke, d.h.

@ Briicke soll gegebene, auf sie wirkende Lasten so gut wie moglich
aushalten

@ Briicke soll nicht zu viel Material verbrauchen

_ 1
frv= Steifigkeit(PV)

—= min
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Problembeschreibung und Modellierung

Problembeschreibung: Finde optimale Briicke, d.h.

@ Briicke soll gegebene, auf sie wirkende Lasten so gut wie moglich
aushalten

@ Briicke soll nicht zu viel Material verbrauchen

) 1 - , :
laE Steifigket (M) + A * Gewicht(P) — min
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Problembeschreibung: Finde optimale Briicke, d.h.

@ Briicke soll gegebene, auf sie wirkende Lasten so gut wie moglich
aushalten

@ Briicke soll nicht zu viel Material verbrauchen
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Problembeschreibung und Modellierung

Problembeschreibung und Modellierung

Problembeschreibung: Finde optimale Briicke, d.h.

@ Briicke soll gegebene, auf sie wirkende Lasten so gut wie moglich
aushalten

@ Briicke soll nicht zu viel Material verbrauchen

- 1 . _ |
for) = Steifigkeit(PV) + A* Gewicht(P) —> min

Modellierung;:

@ 3D Briicke — 2D Modell
(Modellierungsfehler!)
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Problembeschreibung und Modellierung

Problembeschreibung: Finde optimale Briicke, d.h.

@ Briicke soll gegebene, auf sie wirkende Lasten so gut wie moglich
aushalten

@ Briicke soll nicht zu viel Material verbrauchen
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fr) = Steifigkeit(PV) + A7 Gewicht(PY) — min
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@ 3D Briicke — 2D Modell
(Modellierungsfehler!)

Peter Gangl Doktoratskolleg “Computational Mathematics”, JKU Linz Matheseminar



Problembeschreibung und Modellierung e T el dl S

Problembeschreibung und Modellierung

Problembeschreibung: Finde optimale Briicke, d.h.

@ Briicke soll gegebene, auf sie wirkende Lasten so gut wie moglich
aushalten

@ Briicke soll nicht zu viel Material verbrauchen

1 .- .
fr) = Steifigkeit(PV) + A7 Gewicht(PY) — min
AR R

Modellierung;:

@ 3D Briicke — 2D Modell
(Modellierungsfehler!)

@ Diirfen untere Randkurve
modifizieren
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Problembeschreibung und Modellierung

Modellierung;:
Untere Randkurve gegeben durch
Bézier-Kurve:

o 1 Parameter
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Problembeschreibung und Modellierung

Modellierung:
Untere Randkurve gegeben durch
Bézier-Kurve:

o 1 Parameter
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Modellierung:
Untere Randkurve gegeben durch
Bézier-Kurve:

o 1 Parameter |
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Problembeschreibung und Modellierung

Modellierung:
Untere Randkurve gegeben durch
Bézier-Kurve:

o 1 Parameter
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Problembeschreibung und Modellierung

Modellierung:
Untere Randkurve gegeben durch
Bézier-Kurve:

o 1 Parameter

@ 2 Parameter (Symmetrie!)

02 04 [ 08 )
x=0
y=0
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Problembeschreibung und Modellierung

Modellierung:
Untere Randkurve gegeben durch
Bézier-Kurve:

o 1 Parameter

@ 2 Parameter (Symmetrie!)

\
i
x=0
y =05
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Problembeschreibung und Modellierung

Modellierung:
Untere Randkurve gegeben durch B T
Bézier-Kurve:
o 1 Parameter / \
@ 2 Parameter (Symmetriel) ) /./ \\.\
/ \
/f \\
x=0
y=1
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Problembeschreibung und Modellierung

Zusatz 1: Berechnung der

Problembeschreibung und Modellierung

Modellierung:

Untere Randkurve gegeben durch
Bézier-Kurve:

o 1 Parameter

/
/
@ 2 Parameter (Symmetrie!)
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Problembeschreibung und Modellierung

Zusatz 1: Berechnung der Steifigkeit

Problembeschreibung und Modellierung

Modellierung;: /\
Untere Randkurve gegeben durch » | \
Bézier-Kurve: / \\
/ \
o 1 Parameter /,s \
@ 2 Parameter (Symmetrie!) f" \\
/ ‘
/f \\\‘
! I\
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Problembeschreibung und Modellierung

Zusatz 1: Berechnung der Steifigkeit
Problembeschreibung und Modellierung

Modellierung:
Untere Randkurve gegeben durch
Bézier-Kurve:

o 1 Parameter

@ 2 Parameter (Symmetrie!)

/ \\
\

/
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Problembeschreibung und Modellierung

Modellierung:
Untere Randkurve gegeben durch B
Bézier-Kurve: 3
o 1 Parameter /
@ 2 Parameter (Symmetriel) ) /
x=1
y=0
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Problembeschreibung und Modellierung

Modellierung:
Untere Randkurve gegeben durch B
Bézier-Kurve: -
o 1 Parameter /
@ 2 Parameter (Symmetriel) /
Hier: vorerst nur 1 Parameter ST \r
x=1
y=0
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Problembeschreibung und Modellierung

Modellierung:
Untere Randkurve gegeben durch B
Bézier-Kurve:

o 1 Parameter

@ 2 Parameter (Symmetriel) .

Hier: vorerst nur 1 Parameter
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Problembeschreibung und Modellierung

Modellierung:
Untere Randkurve gegeben durch B
Bézier-Kurve:

o 1 Parameter

@ 2 Parameter (Symmetriel) —

Hier: vorerst nur 1 Parameter

— l|dentifizierung von P\ mit x

1

= 1 h
f(x) Steifigkeit(x) + A\ % Gewicht(x)
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Optimierung

in f
ng(l),,"l] (X)

e Beispiel: f(x) =3x%>—3x+1
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Problembeschreibung und Modellierung

Optimierung

Berechnung der Steifigkei

x€[0,1]

min_f(x)

e Beispiel: f(x) =3x%>—3x+1
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Optimierung

Berechnung der Steifigkei
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Problembeschreibung und Modellierung

Zusatz 1: Berechnung der Steifigkeit

Optimierung
in f
ng(l),,"l] (X)
Hier: f(x) = m + A * Gewicht(P(x))

@ Funktion nicht explizit bekannt
o Funktionswert fiir fixe Briicke berechenbar
@ Berechnungen sehr aufwandig
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Optimierung

in f
ng(l),,"l] (X)

Hier: f(x) = m + A * Gewicht(P(x))

Funktion nicht explizit bekannt

Funktionswert fir fixe Briicke berechenbar

Berechnungen sehr aufwandig

y = f(x)
X——> 7 Cggraxer Y

Vorwarts-Problem: gegeben x, finde y

Riickwarts-Problem: finde x, das zu gewlinschtem y passt
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Problembeschreibung und Modellierung

Zusatz 1: Berechnung der Steifigkeit

Optimierung
in f
ng(l),,"l] (X)
Hier: f(x) = m + A * Gewicht(P(x))

@ Funktion nicht explizit bekannt
o Funktionswert fiir fixe Briicke berechenbar
@ Berechnungen sehr aufwandig

X —> y
black box

@ Vorwarts-Problem: gegeben x, finde y

@ Ruckwarts-Problem: finde x, das zu gewiinschtem y passt
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Problembeschreibung und Modellierung
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Optimierung
in f
ng(l),,"l] (X)
Hier: f(x) = m + A * Gewicht(P(x))

@ Funktion nicht explizit bekannt
o Funktionswert fiir fixe Briicke berechenbar

@ Berechnungen sehr aufwandig
Fixl
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Optimierung
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Optimierung
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Optimierung
in f
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Hier: f(x) = m + A * Gewicht(P(x))

@ Funktion nicht explizit bekannt
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Problembeschreibung und Modellierung

Zusatz 1: Berechnung der Steifigkeit

Optimierung
in f
ng(l),,"l] (X)
Hier: f(x) = m + A * Gewicht(P(x))

Funktion nicht explizit bekannt

Funktionswert fir fixe Briicke berechenbar

Berechnungen sehr aufwandig

@ Ziel: Finde Naherung an Minimum mit moglichst wenig Aufwand
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Problembeschreibung und Modellierung Zusatz 1: Berechnung der Steifigheit

Ubersicht

@ Problembeschreibung und Modellierung
@ Zusatz 1: Berechnung der Steifigkeit

© Mathematische Losung
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Problembeschreibung und Modellierung Zusatz 1: Berechnung der Steifigkeit

Zusatz 1: Berechnung der Steifigkeit
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Problembeschreibung und Modellierung Zusatz 1: Berechnung der Steifigkeit

Zusatz 1: Berechnung der Steifigkeit

Zur Berechnung der Steifigkeit brauchen wir die Verformung der Briicke
bei den gegebenen Lasten.
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Problembeschreibung und Modellierung Zusatz 1: Berechnung der Steifigheit

Zusatz 1: Berechnung der Steifigkeit

Zur Berechnung der Steifigkeit brauchen wir die Verformung der Briicke
bei den gegebenen Lasten.

Vereinfachung: Verformung eines Zugstabs

) St (B?

raftg

Stab links dehnt Stab
fixiert

@ Verformung durch Anziehen an rechter Seite

@ Verschiebungsfunktion u: Punkt x vor Verformung ist nachher bei
x + u(x)
Also: u ist der Unterschied zwischen Position eines Punktes vor und
nach Verformung

o Aufgabe: Bestimme die Funktion u

@ u ist Losung der Differentialgleichung

u'(x)=0
u(0)=0 J(1)=g
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Problembeschreibung und Modellierung

Zusatz 1: Berechnung der Steifigkeit

Aufgabe

Aufgabe FDM

Betrachte das Randwertproblem

a) Die rechte Seite ist konstant. Berechne u!

b) Fiir allgemeines f: Berechne Naherung an u(1/4), u(1/2), u(3/4)!
Hinweis: Ersetze u” durch einen Differenzenquotienten!
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Problembeschreibung und Modellierung Zusatz 1: Berechnung der Steifigheit

Aufgabe

Losung mittels “Finite-Differenzen-Verfahren”:

@ Ersetze u” durch Differenzenquotienten und betrachte Gleichung an
einzelnen Stitzstellen.

@ Kombiniere Gleichungen fiir einzelne Stiitzstellen und I6se lineares
Gleichungssystem

@ Je mehr Stiitzstellen, umso naher kommen wir an die echte Losung

heran
0z e
’// £y
oz f S
rl \\
. .
, \
05 F ’./ \
; \
. .
of \
; s
/ .
wosf [/ Y
; )
; \
1 L 1 1 “I
0.z 04 06 [R:] 10

Peter Gangl Doktoratskolleg “Computational Mathematics”, JKU Linz Matheseminar



Problembeschreibung und Modellierung Zusatz 1: Berechnung der Steifigheit

Aufgabe

Losung mittels “Finite-Differenzen-Verfahren”:

@ Ersetze u” durch Differenzenquotienten und betrachte Gleichung an
einzelnen Stitzstellen.

@ Kombiniere Gleichungen fiir einzelne Stiitzstellen und I6se lineares
Gleichungssystem

@ Je mehr Stiitzstellen, umso naher kommen wir an die echte Losung

heran
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Problembeschreibung und Modellierung Zusatz 1: Berechnung der Steifigheit

Aufgabe

Losung mittels “Finite-Differenzen-Verfahren”:

@ Ersetze u” durch Differenzenquotienten und betrachte Gleichung an
einzelnen Stitzstellen.

@ Kombiniere Gleichungen fiir einzelne Stiitzstellen und I6se lineares
Gleichungssystem

@ Je mehr Stiitzstellen, umso naher kommen wir an die echte Losung

heran
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Problembeschreibung und Modellierung Zusatz 1: Berechnung der Steifigheit

Aufgabe

Losung mittels “Finite-Differenzen-Verfahren”:

@ Ersetze u” durch Differenzenquotienten und betrachte Gleichung an
einzelnen Stitzstellen.

@ Kombiniere Gleichungen fiir einzelne Stiitzstellen und I6se lineares
Gleichungssystem

@ Je mehr Stiitzstellen, umso naher kommen wir an die echte Losung

heran
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Mathematische Lésung

Ubersicht

© Mathematische Losung
@ Ableitungsfreie Methoden
@ Methoden mit Ableitung
@ Zusatz 2: mehrdimensionale Optimierung

Peter Gangl Doktoratskolleg “Computational Mathematics”, JKU Linz Matheseminar
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Mathematische Lésung

Unser Freund und Helfer: der Computer

Quiz-Frage (1. Preis: Twi

Wann tauchte das Wort “Computer” zum ersten Mal im Oxford English
Dictionary auf?

Antwort:
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Mathematische Lésung

Unser Freund und Helfer: der Computer

Quiz-Frage (1. Preis: Twi

Wann tauchte das Wort “Computer” zum ersten Mal im Oxford English
Dictionary auf?

Antwort:
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Mathematische Lésung Z Optimierung

Unser Freund und Helfer: der Computer

Quiz-Frage (1. Preis: Twix)

Wann tauchte das Wort “Computer” zum ersten Mal im Oxford English
Dictionary auf?

Antwort: 1613
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Mathematische Lésung flo @itz

Unser Freund und Helfer: der Computer

Quiz-Frage (1. Preis: Twix)

Wann tauchte das Wort “Computer” zum ersten Mal im Oxford English
Dictionary auf?

Antwort: 1613

Computer (Beruf)
= somebody who computes
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Mathematische Lésung o @pstimitzoms

Unser Freund und Helfer: der Computer

@ Berechnung von Steifigkeit mittels “echtem” Computer
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Mathematische Lésung Opsdimiarms

Unser Freund und Helfer: der Computer

@ Berechnung von Steifigkeit mittels “echtem” Computer

o durchschnittlicher Laptop: mehrere Milliarden FLOPS (floating
point operations per second)
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Mathematische Lésung Opsdimiarms

Unser Freund und Helfer: der Computer

@ Berechnung von Steifigkeit mittels “echtem” Computer

o durchschnittlicher Laptop: mehrere Milliarden FLOPS (floating
point operations per second)

@ Berechnung dauert immer noch ca. 5 Sekunden

Peter Gangl Doktoratskolleg “Computational Mathematics”, JKU Linz Matheseminar



Mathematische Losun,
g atz Optimierung

Unser Freund und Helfer: der Computer

@ Berechnung von Steifigkeit mittels “echtem” Computer

o durchschnittlicher Laptop: mehrere Milliarden FLOPS (floating
point operations per second)

@ Berechnung dauert immer noch ca. 5 Sekunden

e z.B. 1 Milliarde FLOPS — 5 Milliarden Rechenoperationen
(Addition oder Multiplikation)
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Mathematische Lésung @i

Unser Freund und Helfer: der Computer

@ Berechnung von Steifigkeit mittels “echtem” Computer

o durchschnittlicher Laptop: mehrere Milliarden FLOPS (floating
point operations per second)

@ Berechnung dauert immer noch ca. 5 Sekunden

e z.B. 1 Milliarde FLOPS — 5 Milliarden Rechenoperationen
(Addition oder Multiplikation)

@ hindische Berechnung (z.B. 1 FLOPS):
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Mathematische Lésung @i

Unser Freund und Helfer: der Computer

@ Berechnung von Steifigkeit mittels “echtem” Computer

o durchschnittlicher Laptop: mehrere Milliarden FLOPS (floating
point operations per second)

@ Berechnung dauert immer noch ca. 5 Sekunden

e z.B. 1 Milliarde FLOPS — 5 Milliarden Rechenoperationen
(Addition oder Multiplikation)

e hindische Berechnung (z.B. 1 FLOPS): ca. 158 Jahre

Peter Gangl Doktoratskolleg “Computational Mathematics”, JKU Linz Matheseminar



Ableitungsfreie Methoden

Mathematische Lésung ittt fin A

Ubersicht

@ Problembeschreibung und Modellierung

© Mathematische Losung
@ Ableitungsfreie Methoden
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Ableltungsﬁele Methoden
n mit Ableitur
mehrdimensionale Optimierung

Mathematische Lésung

Aufgabe

Finde Naherung an das Minimum der konvexen Funktion
f(x)=3x*—x*+3x>-3x+1 x€[-272]

ohne Verwendung der Ableitung f'(x)!
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itungsfreie Methoden
len mit Ableitung
mehrdimen: ale Optimierung

Mathematische Lésung

Aufgabe

Aufgabe 1

Finde Naherung an das Minimum der konvexen Funktion
f(x)=3x* —x*4+3x> - 3x+1 x €[-2,2]
ohne Verwendung der Ableitung f'(x)!

@ Gib den verwendeten Algorithmus an!

@ Wie viele Funktionsauswertungen hast du benotigt, um nicht weiter
als 0.01 von der Losung entfernt zu sein?
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Ableitungsfreie Methoden

Mathematische Lésung Ehm 0 mit Ableitung

yAl mehrdimensionale Optimierung

Aufgabe

Aufgabe 1

Finde Naherung an das Minimum der konvexen Funktion
f(x)=3x*—x*+3x>-3x+1 x€[-272]

ohne Verwendung der Ableitung f'(x)!

@ Gib den verwendeten Algorithmus an!

@ Wie viele Funktionsauswertungen hast du benotigt, um nicht weiter
als 0.01 von der Losung entfernt zu sein?

Exakte Losung: 0.432041
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Ableitungsfreie Methoden
Mathematische Lésung i ‘i‘,"‘ Ll (el . :
e Optimierung

Variante 1: Durchprobieren

\ EXd
s /
o Waihle Schrittweite sk
@ Berechne Funktionswerte von Noaf
Punkten N
@ Bestimme kleinsten Wert , ‘ ‘ e .
-15 -10 -035 05 10 15
f
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Ableitungsfreie Methoden

5 thode t Able g
Mathematische Lésung SRR e m
g e Optimierung

Variante 1: Durchprobieren

\ S '
s /
o Waihle Schrittweite sk
@ Berechne Funktionswerte von Noaf
Punkten N
@ Bestimme kleinsten Wert
-15 -10 -035 05 1 15
f
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Ableitungsfreie Methoden
thoden mit Ableitung

Mathematische Lésung

Variante 1: Durchprobieren

@ Waihle Schrittweite

@ Berechne Funktionswerte von
Punkten

@ Bestimme kleinsten Wert

Peter Gangl Doktoratskolleg “Computational Mathematics”, JKU Linz Matheseminar
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Mathematische Lésung

Variante 2: Intervallteilung

[

Peter Gangl Doktoratskolleg “Computational Mathematics”,

Voraussetzung: Funktion
konvex

Wahle 2 Zwischenpunkte und
berechne Funktionswert

Minimum kann nicht auBerhalb
des Punktes mit groBerem
Funktionswert liegen

Verkleinere Intervall

Fiihre durch, bis Lange des
verbleibenden Intervalls sehr
klein — Minimum liegt in
Intervall

JKU Linz

Ableltungsfrele Methoden
hoden mit Ableitung
2: mehrdi

e Optimierung
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Mathematische Lésung

Variante 2: Intervallteilung

[

Voraussetzung: Funktion
konvex

Wahle 2 Zwischenpunkte und
berechne Funktionswert

Minimum kann nicht auBerhalb
des Punktes mit groBerem
Funktionswert liegen

Verkleinere Intervall

Fiihre durch, bis Lange des
verbleibenden Intervalls sehr
klein — Minimum liegt in
Intervall
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hoden mit Ableitung
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e Optimierung
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Mathematische Lésung

Variante 2: Intervallteilung

Ableltungsfrele Methoden
hoden mit Ableitung
2: mehrdi ale Optimierung

@ Voraussetzung: Funktion
konvex

@ Wahle 2 Zwischenpunkte und
berechne Funktionswert

@ Minimum kann nicht auBerhalb
des Punktes mit groBerem
Funktionswert liegen

@ Verkleinere Intervall

@ Fihre durch, bis Lange des
verbleibenden Intervalls sehr
klein — Minimum liegt in
Intervall

Peter Gangl Doktoratskolleg “Computational Mathematics”, JKU Linz
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Ableltungsfrele Methoden
R . hoden mit Ableitung
Mathematische Lsung 2: mehrdi ale Optimierung

Variante 2: Intervallteilung

@ Voraussetzung: Funktion

konvex
o Waihle 2 Zwischenpunkte und °r |
berechne Funktionswert £ !
@ Minimum kann nicht auBerhalb i '
des Punktes mit groBerem N
Funktionswert liegen .
@ Verkleinere Intervall , ‘ ‘ " . .
o Fithre durch, bis Linge des R

verbleibenden Intervalls sehr
klein — Minimum liegt in
Intervall
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Mathematische Lésung

Variante 2: Intervallteilung

@ Voraussetzung: Funktion
konvex

@ Wahle 2 Zwischenpunkte und
berechne Funktionswert

@ Minimum kann nicht auBerhalb
des Punktes mit groBerem
Funktionswert liegen

@ Verkleinere Intervall

@ Fihre durch, bis Lange des
verbleibenden Intervalls sehr
klein — Minimum liegt in
Intervall

Peter Gangl Doktoratskolleg “Computational Mathematics”
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Ableltungsfrele Methoden
hoden mit
2: mehrdi

bleitung

e Optimierung
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Mathematische Lésung

Variante 2: Intervallteilung

@ Voraussetzung: Funktion
konvex

@ Wahle 2 Zwischenpunkte und
berechne Funktionswert

@ Minimum kann nicht auBerhalb
des Punktes mit groBerem
Funktionswert liegen

@ Verkleinere Intervall

@ Fihre durch, bis Lange des
verbleibenden Intervalls sehr
klein — Minimum liegt in
Intervall

Peter Gangl Doktoratskolleg “Computational Mathematics”
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Ableltungsfrele Methoden
hoden mit
2: mehrdi

bleitung

e Optimierung
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Mathematische Lésung

Variante 2: Intervallteilung

@ Voraussetzung: Funktion
konvex

@ Wahle 2 Zwischenpunkte und
berechne Funktionswert

@ Minimum kann nicht auBerhalb
des Punktes mit groBerem
Funktionswert liegen

@ Verkleinere Intervall

@ Fihre durch, bis Lange des
verbleibenden Intervalls sehr
klein — Minimum liegt in
Intervall

Peter Gangl Doktoratskolleg “Computational Mathematics”
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Ableltungsfrele Methoden
hoden mit
2: mehrdi

bleitung

e Optimierung
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Ableitungsfreie Methoden
Methoden mit

Mathematische Lésung il @i
1ale Optimierung

Variante 3: Intervallteilung Il

Frage: Kluge Wahl fiir Zwischenpunkte?

Bei Wahl von 2 Zwischenpunkten wird immer einer eine neue
Intervallgrenze, der andere wird verworfen.

Idee: Wahle Zwischenpunkte schon im Vorhinein so, dass er im nachsten
Durchgang wieder verwendet werden kann.

a _ a+b
b a
a b a
S —-—-1—-—- =0 b= —
b a b
1
Sd-1-— =0
[0)
s’ -0-1 = 0
1++vV5
e = T\[

= 1+‘[ =1,618... “Goldener Schnitt”
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Ableitungsfreie Methoden
Methoden mit

Mathematische Lésung il @i
1ale Optimierung

Variante 3: Intervallteilung Il

Frage: Kluge Wahl fiir Zwischenpunkte?

Bei Wahl von 2 Zwischenpunkten wird immer einer eine neue
Intervallgrenze, der andere wird verworfen.

Idee: Wahle Zwischenpunkte schon im Vorhinein so, dass er im nachsten
Durchgang wieder verwendet werden kann.

a _ a+b
b a
a2 _ ®=2 a b
b a ) o & *
1 ca. 61,8 % ca. 38,2 %
ed?_d-1 = 0 a+b
145
e = T\[

¢ = 1+‘[ =1,618... “Goldener Schnitt”
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Mathematische Lésung @i

Variante 4: Interpolation

Berechne Funktionswerte an n (z.B. n = 3) Stellen und lege Parabel
durch

@ Wahle 3 Punkte und berechne
Funktionswerte ‘ ;

o Stelle Parabel auf, die durch
diese 3 Punkte geht

@ Bestimme Tiefpunkt der !
Parabel

@ Wiederhole Prozedur mit
Tiefpunkt und 2 weiteren
Punkten
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Mathematische Lésung o @pstimitzoms

Variante 4: Interpolation

Berechne Funktionswerte an n (z.B. n = 3) Stellen und lege Parabel
durch

@ Wahle 3 Punkte und berechne

Funktionswerte ; ;

o Stelle Parabel auf, die durch P
diese 3 Punkte geht ] !

o Bestimme Tiefpunkt der AN
Parabel 1"“

o Wiederhole Prozedur mit e EN T

Tiefpunkt und 2 weiteren
Punkten
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Mathematische Lésung

e Optimierung

Variante 4: Interpolation

Berechne Funktionswerte an n (z.B. n = 3) Stellen und lege Parabel

durch

@ Wahle 3 Punkte und berechne
Funktionswerte

o Stelle Parabel auf, die durch \
diese 3 Punkte geht

@ Bestimme Tiefpunkt der
Parabel

@ Wiederhole Prozedur mit
Tiefpunkt und 2 weiteren
Punkten
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Mathematische Lésung

e Optimierung

Variante 4: Interpolation

Berechne Funktionswerte an n (z.B. n = 3) Stellen und lege Parabel

durch

@ Wahle 3 Punkte und berechne
Funktionswerte

o Stelle Parabel auf, die durch \
diese 3 Punkte geht

@ Bestimme Tiefpunkt der
Parabel

@ Wiederhole Prozedur mit
Tiefpunkt und 2 weiteren
Punkten
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Mathematische Lésung o @pstimitzoms

Variante 4: Interpolation

Berechne Funktionswerte an n (z.B. n = 3) Stellen und lege Parabel
durch

@ Wahle 3 Punkte und berechne

Funktionswerte ; ;

o Stelle Parabel auf, die durch Yo
diese 3 Punkte geht ] !

o Bestimme Tiefpunkt der AN
Parabel e

o Wiederhole Prozedur mit e EN T

Tiefpunkt und 2 weiteren
Punkten
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Mathematische Lésung

e Optimierung

Variante 4: Interpolation

Berechne Funktionswerte an n (z.B. n = 3) Stellen und lege Parabel

durch

@ Wahle 3 Punkte und berechne
Funktionswerte

o Stelle Parabel auf, die durch
diese 3 Punkte geht

@ Bestimme Tiefpunkt der
Parabel

@ Wiederhole Prozedur mit
Tiefpunkt und 2 weiteren
Punkten
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Mathematische Lésung o @pstimitzoms

Ubersicht

@ Problembeschreibung und Modellierung

© Mathematische Losung

@ Methoden mit Ableitung
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bleitungsfreie Me
Methoden mit Abl

Zu nehrdinr Optimierung

Mathematische Lésung

Uberblick Ableitungen

Ableitung = Steigung der Tangente

f(x+h)—f(x)
h

/! — /
) = fim,

@ Grenzwert der Steigung der
Sekanten x =-0.5

@ oft exakte Ableitung nicht ' /
verflighar b
= verwende
Differenzenquotienten als \
Naherung:

f(x+ h) —f(x)
h

~ f'(x)

fur h > 0 klein (z.B. h = 0.01
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bleitungsfreie Me
Methoden mit Abl

Zu nehrdinr Optimierung

Mathematische Lésung

Uberblick Ableitungen

Ableitung = Steigung der Tangente

f(x+h)—f(x)
h

/! — /
) = fim,

@ Grenzwert der Steigung der
Sekanten x =-0.5

@ oft exakte Ableitung nicht ' /
verflighar ° b
= verwende
Differenzenquotienten als \
Naherung:

f(x+ h) —f(x)
h

~ f'(x)

fur h > 0 klein (z.B. h = 0.01
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Mathematische Lésung

Optimierung

Uberblick Ableitungen

Ableitung = Steigung der Tangente

f(x+h)—f(x)
h

/! — /
) = fim,

@ Grenzwert der Steigung der
Sekanten

@ oft exakte Ableitung nicht
verflighar
= verwende
Differenzenquotienten als
Naherung:

f(x+ h) —f(x)
h

~ f'(x)

fur h > 0 klein (z.B. h = 0.01
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bleitungsfreie Me
Methoden mit Abl

Zu nehrdinr Optimierung

Mathematische Lésung

Uberblick Ableitungen

Ableitung = Steigung der Tangente

f(x+h)—f(x)
h

/! — /
) = fim,

@ Grenzwert der Steigung der
Sekanten x =-0.5

@ oft exakte Ableitung nicht ' /
verflighar °
= verwende ‘
Differenzenquotienten als
Naherung:

f(x+ h) —f(x)

. ~ f'(x)

fur h > 0 klein (z.B. h = 0.01
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Mathematische Lésung

Optimierung

Uberblick Ableitungen

Ableitung = Steigung der Tangente

f(x+h)—f(x)
h

/! — /
) = fim,

@ Grenzwert der Steigung der
Sekanten

@ oft exakte Ableitung nicht
verflighar
= verwende
Differenzenquotienten als
Naherung:

f(x+ h) —f(x)
h

~ f'(x)

fur h > 0 klein (z.B. h = 0.01
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Mathematische Lésung

Optimierung

Uberblick Ableitungen

Ableitung = Steigung der Tangente

f(x+h)—f(x)
h

/! — /
) = fim,

@ Grenzwert der Steigung der
Sekanten X = —0.5

o oft exakte Ableitung nicht N
verflighar
— verwende \ M
Differenzenquotienten als
Naherung:

f(x+ h) —f(x)
h

fur h > 0 klein (z.B. h = 0.01

~ f'(x)

Peter Gangl Doktoratskolleg “Computational Mathematics”, JKU Linz Matheseminar



Mathematische Lésung

Optimierung

Uberblick Ableitungen

Ableitung = Steigung der Tangente

f(x+h)—f(x)
h

/! — /
) = fim,

@ Grenzwert der Steigung der

Sekanten x=-05 . .
@ oft exakte Ableitung nicht \ S ‘;"
verfligbar \ A
= verwende \
Differenzenquotienten als \n, /
Naherung: \1\
f(X + h) B f(X) I -15 -10 -5 B 0.5 10
h ~ Fix) h=0.1

fur h > 0 klein (z.B. h = 0.01
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Mathematische Lésung

Optimierung

Uberblick Ableitungen

Ableitung = Steigung der Tangente

f(x+h)—f(x)
h

/! — /
) = fim,

@ Grenzwert der Steigung der
Sekanten

@ oft exakte Ableitung nicht
verflighar
= verwende
Differenzenquotienten als
Naherung:

f(x+ h) —f(x)
h

fur h > 0 klein (z.B. h = 0.01

~ f'(x)
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Mathematische Lésung

Optimierung

Uberblick Ableitungen

Ableitung = Steigung der Tangente

f(x+h)—f(x)
h

/! — /
) = fim,

@ Grenzwert der Steigung der

Sekanten x=-05
W H
e oft exakte Ableitung nicht Voo j
verflighar \Q\ i
= verwende (N
Differenzenquotienten als .,
Naherung: \1
f(X + h) B f(X) I -15 -10 -5 A 0.5 10 15
h ~Fix) h=0.01

fur h > 0 klein (z.B. h = 0.01
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Mathematische Lésung

Optimierung

Uberblick Ableitungen

Ableitung = Steigung der Tangente

f(x+h)—f(x)
h

/! — /
) = fim,

@ Grenzwert der Steigung der

Sekanten X = —0.5“ N

@ oft exakte Ableitung nicht \ S ;
verflighar \
= verwende \
Differenzenquotienten als \2
Niherung: \1_‘ '

-15 -10 —05 A 0.8 10 15
f(x+ h) —f(x) b

~ f'(x)

h "h=0" (echte Ableitung)

fur h > 0 klein (z.B. h = 0.01
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len
hoden mit Ableitung
2: mehrdimensionale Optimierung

Mathematische Lésung

Aufgabe

Finde Naherung an das Minimum der konvexen Funktion
f(x)=3x*—x*+3x>-3x+1 x€[-272]

unter Verwendung der Ableitung 7’(x)!
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Mathematische Lésung

Aufgabe

Aufgabe 2

Finde Naherung an das Minimum der konvexen Funktion
f(x)=3x* —x*4+3x> - 3x+1 x €[-2,2]
unter Verwendung der Ableitung 7’(x)!

@ Gib den verwendeten Algorithmus an!

@ Wie viele Funktionsauswertungen hast du benotigt, um nicht weiter
als 0.01 von der Losung entfernt zu sein?
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Mathematische Lésung

Optimierung

Aufgabe

Aufgabe 2

Finde Naherung an das Minimum der konvexen Funktion
f(x)=3x*—x*+3x>-3x+1 x€[-272]

unter Verwendung der Ableitung 7’(x)!

@ Gib den verwendeten Algorithmus an!

@ Wie viele Funktionsauswertungen hast du benotigt, um nicht weiter
als 0.01 von der Losung entfernt zu sein?

Exakte Losung: 0.432041
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Mathematische Lésung @i

Variante 1: Gradientenverfahren

Wahle Startwert, dann gehe immer “bergab”

Startwert x(©) L
Fiir k=0,1,2,... Lo /
@ Bestimme f/(x*) (evtl. als Nl ‘
Differenzenquotient) d
@ Bestimme Abstiegsrichtung py: ‘
(i) F(x)>0=p=-1 oo

(i) F/(x*)<0= pr=+1
o X(k+1) = X(k) + akpk
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Mathematische Lésung @i

Variante 1: Gradientenverfahren

Wahle Startwert, dann gehe immer “bergab”

Startwert x(©) R
Fiir k=0,1,2,... Lo /
@ Bestimme f/(x*) (evtl. als Nl ‘
Differenzenquotient) d
@ Bestimme Abstiegsrichtung py: ‘
(i) F(x)>0=p=-1 oo

(i) F/(x*)<0= pr=+1
o xHD) = x() 4 i f'(x) < 0 = gehe nach rechts
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Mathematische Lésung @i

Variante 1: Gradientenverfahren

Wahle Startwert, dann gehe immer “bergab”

Startwert x(©) L
Fiir k=0,1,2,... Lo /
@ Bestimme f/(x*) (evtl. als Nl ‘
Differenzenquotient) d
@ Bestimme Abstiegsrichtung py: ‘
(i) F(x)>0=p=-1 R

(i) F/(x*)<0= pr=+1
o X(k+1) = X(k) + akpk
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Mathematische Lésung @i

Variante 1: Gradientenverfahren

Wahle Startwert, dann gehe immer “bergab”

Startwert x(© af /
Fiir k=0,1,2,... ot
@ Bestimme f/(x*) (evtl. als N ‘
Differenzenquotient) 1
@ Bestimme Abstiegsrichtung py: ‘ -
“15 —10 —05 hd 05 10 15

(i) ) >0=p=-1
i) k < 0= =41 o
(i) £(x) Pk f'(x) < 0 = gehe nach rechts

o X(k+1) = X(k) + akpk
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Mathematische Lésung @i

Variante 1: Gradientenverfahren

Wahle Startwert, dann gehe immer “bergab”

Startwert x(©) L
Fiir k=0,1,2,. .. Vo /
@ Bestimme f/(x*) (evtl. als Nl ‘
Differenzenquotient) d
@ Bestimme Abstiegsrichtung py: ‘
(i) F/(x)>0=pe=-1 ot

(i) F/(x*)<0= pr=+1
o X(k+1) = X(k) + akpk
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Mathematische Lésung @i

Variante 1: Gradientenverfahren

Wahle Startwert, dann gehe immer “bergab”

Startwert x(©) L
Fiir k=0,1,2,. .. Vo /
@ Bestimme f/(x*) (evtl. als Nl
Differenzenquotient) d .
@ Bestimme Abstiegsrichtung py: ‘ )
(i) F/(x)>0=pe=-1 ot

i) k < 0= =41 o
(i) £(x%) Pk f'(x) > 0 = gehe nach links (und

(k+1) — (k)
@ x = X i verringere Schrittweite)
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Mathematische Lésung @i

Variante 1: Gradientenverfahren

Wahle Startwert, dann gehe immer “bergab”

Startwert x(©) Lo
Fiir k=0,1,2,. .. Lo ;
@ Bestimme f/(x*) (evtl. als N :
Differenzenquotient) N
@ Bestimme Abstiegsrichtung py:
(i) F(x*)>0=p=-1 oo

(i) F/(x*)<0= pr=+1
o X(k+1) = X(k) + akpk

Peter Gangl Doktoratskolleg “Computational Mathematics”, JKU Linz Matheseminar



Mathematische Lésung @i

Variante 1: Gradientenverfahren

Wahle Startwert, dann gehe immer “bergab”

Startwert x(©) Lo
Fiir k = 0,1,2,... Vo ;
@ Bestimme f/(x*) (evtl. als N :
Differenzenquotient) N (
@ Bestimme Abstiegsrichtung py: . ‘ ‘ e’
(i) F(x*)>0=p=-1 oo
(i) F/(x*)<0= pr=+1

o X(k+1) = X(k) + akpk
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Mathematische Lésung @i

Variante 2a: Newton-Verfahren |

Wahle Startpunkt und lege Parabel durch ihn und minimiere

Startwert x(© Fiir
k=0,1,2,...

@ Lege Parabel
p(x)=ax*+bx+c RS

durch Funktion, sodass
p(X(k)) = f(X(k))'

p(xt¥) = F(x(9),
o Setze x(k*1) = Scheitelpunkt
der Parabel

p' (xR = £/ (x(K) T R — Y
k)
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Mathematische Lésung

Variante 2a: Newton-Verfahren |

Optimierung

Wahle Startpunkt und lege Parabel durch ihn und minimiere

Startwert x(© Fiir

k=0,1,2,...
o Lege Parabel \‘\ /
0\
p(x) = ax 1 bx + ¢ A

durch Funktion, sodass
p(X(k)) = f(X(k))'

p(xt¥) = F(x(9),
o Setze x(k*1) = Scheitelpunkt
der Parabel

p' (xR = £/ (x(K) T R — Y
k)
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Mathematische Lésung @i

Variante 2a: Newton-Verfahren |

Wahle Startpunkt und lege Parabel durch ihn und minimiere

Startwert x(© Fiir

k=0,1,2,...
@ Lege Parabel \‘\ /
a0
p(x) =ax®*+bx+c R \
durch Funktion, sodass 1
p(x()) = £(x(¥), a
p,(X(k)) = f/(X(k))’ —1.5 —‘1.0 —6.5 05 1?0 15
p//(X(k)) — f”(X(k)). b

o Setze x(k*1) = Scheitelpunkt
der Parabel
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Mathematische Lésung

Optimierung

Variante 2a: Newton-Verfahren |

Wahle Startpunkt und lege Parabel durch ihn und minimiere
Startwert x(©) Fiir

k=0,1,2,...
@ Lege Parabel \\4_ /
p(x)=ax*+bx+c \"\’ /

b

durch Funktion, sodass “F

p(x(0) = £(x), N

p,(X(k)) = f/(X(k))’ —1.5 —‘1.0 —6.5 0?5 1?0 1?5

p//(X(k)) — f”(X(k)). b

o Setze x(k*1) = Scheitelpunkt
der Parabel
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Mathematische Lésung

Optimierung

Variante 2a: Newton-Verfahren |

Wahle Startpunkt und lege Parabel durch ihn und minimiere
Startwert x(©) Fiir

k=0,1,2,...
@ Lege Parabel \\4_ /
p(x)=ax*+bx+c \"\’ /

b

durch Funktion, sodass “F

p(x(0) = £(x),

p,(X(k)) = f/(X(k))’ —1.5 —‘1.0 —6.5 0?5 1?0 1?5

p//(X(k)) — f”(X(k)). b

o Setze x(k*1) = Scheitelpunkt
der Parabel
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Matheseminar



Mathematische Lésung @i

Variante 2b: Newton-Verfahren |l

Finde Nullstelle der Ableitung
g(x) = f'(x) = 12x>* = 3x* + 6x — 3

Lege Tangente an Funktion und schneide mit x-Achse

Startwert x(© Fiir
k=0,1,2,... .

@ Lege Tangente aF
q(x) = kx+d

durch Funktion, sodass 1
g(x) = g(x), .

q/(X(k)) _ g’(x(k)). 5T s
o Setze x(k*1) = Nullstelle der
Tangente
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Mathematische Lésung @i

Variante 2b: Newton-Verfahren |l

Finde Nullstelle der Ableitung
g(x) = f'(x) = 12x>* = 3x* + 6x — 3

Lege Tangente an Funktion und schneide mit x-Achse

Startwert x(© Fiir

k=0,1,2,... o
@ Lege Tangente wf
q(X) — kX + d iy ) ’-"0'..1.--»-"" D;T’ 10 5

durch Funktion, sodass
g(x®)) = g(x1),
q/(x) = g'(x19).

o Setze x(k*1) = Nullstelle der
Tangente
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Mathematische Lésung @i

Variante 2b: Newton-Verfahren |l

Finde Nullstelle der Ableitung
g(x) = f'(x) = 12x>* = 3x* + 6x — 3

Lege Tangente an Funktion und schneide mit x-Achse

Startwert x(© Fiir
k=0,1,2,... o

@ Lege Tangente af /
q(X) — kX + d iy ) ’-"0'..1.--»-"" UH’ 10 5

durch Funktion, sodass
g(x®)) = g(x1),
q/(x) = g'(x19).

o Setze x(k*1) = Nullstelle der
Tangente
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Mathematische Lésung @i

Variante 2b: Newton-Verfahren |l

Finde Nullstelle der Ableitung
g(x) = f'(x) = 12x>* = 3x* + 6x — 3

Lege Tangente an Funktion und schneide mit x-Achse
Startwert x(©) Fiir
k=0,1,2,... ar
o Lege Tangente nf

q(X) — kX + d iy ) /’-"0'.;.--»-7?;— 10 5
durch Funktion, sodass
g(x®)) = g(x1),
q'(xW) = g’'(x(h).

o Setze x(k*1) = Nullstelle der
Tangente
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Mathematische Lésung @i

Variante 2b: Newton-Verfahren |l

Finde Nullstelle der Ableitung
g(x) = f'(x) = 12x>* = 3x* + 6x — 3

Lege Tangente an Funktion und schneide mit x-Achse

Startwert x(© Fiir

k=0,1,2,... ot .
o Lege Tangente ul ,
. ‘ ‘ . wv'/ ‘
q(X) — kX + d 15 10 ”’-’0‘.;;--)-' 05 10 15
/ P
durch Funktion, sodass — al
q(x®)) = g(x(), ’

q'(x) = g’ (xh).
o Setze x(k*1) = Nullstelle der
Tangente
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Mathematische Lésung @i

Variante 2b: Newton-Verfahren |l

Finde Nullstelle der Ableitung
g(x) = f'(x) = 12x>* = 3x* + 6x — 3

Lege Tangente an Funktion und schneide mit x-Achse

Startwert x(© Fiir

k=0,1,2,... ot .
o Lege Tangente ul ,
q(X) — kX + d 15 10 ”’-’0‘.;;--)-' 05 10 15
/ P
durch Funktion, sodass — al
q(x®)) = g(x(), ’

q'(x) = g’ (xh).
o Setze x(k*1) = Nullstelle der
Tangente
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Mathematische Losung tz 2: mehrdim e Optimierung

Aufgabe

\ Sr |
\ |
|
|
|
af a
\ [
ir ,l,!
/
'\\ f
[ /
1
11 1 11l 11 11 11 1 11l 11 11 11 1
-15 -1 -0.5 on 05 10 15

f(x):3x4—x3+3x2—3x+1

JKU Linz Matheseminar
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Ableitu len
Methoden mit Ableitung
Zusatz 2: mehrdimensionale Optimierung

Mathematische Lésung

Aufgabe

Aufgabe 3

Linker Sitznachbar: Fiihre 4 Iterationen des Gradienten-Verfahren zur
naherungsweisen Berechnung der folgenden irrationalen Zahlen aus!
Rechter Sitznachbar: Fiihre 4 Iterationen des Newton-Verfahren zur
naherungsweisen Berechnung der folgenden irrationalen Zahlen aus!

° V2
° V3
o5
o V6
e 7

Wer ist naher an der exakten Losung?

Peter Gangl Doktoratskolleg “Computational Mathematics”, JKU Linz Matheseminar



Ableitun en
Methoden mit Ableitung
Zusatz 2: mehrdimensionale Optimierung

Mathematische Lésung

Aufgabe

Aufgabe 4

Finde Naherung an das Minimum der nicht-konvexen Funktion

f(x)=x*+4x3+3x>-3x+1  xe€[-10,10]
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Mathematische Lésung Optimierung

Aufgabe

Aufgabe 4

Finde Naherung an das Minimum der nicht-konvexen Funktion
f(x) =x* +4x3+3x%> - 3x+1! x € [-10,10]

Welches Verfahren benotigt die wenigsten Funktionsauswertungen, um
nicht weiter als 0.01 von der Losung entfernt zu sein?

1)
Linker Sitznachbar: Startwert x(©) = 10
Rechter Sitznachbar: Startwert x(© = —10

2) Startwert x(© = —1
Linker Sitznachbar: Newton-Verfahren
Rechter Sitznachbar: Gradienten-Verfahren
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Mathematische Lésung Optimierung

Aufgabe

Aufgabe 4

Finde Naherung an das Minimum der nicht-konvexen Funktion
f(x) =x* +4x3+3x%> - 3x+1! x € [-10,10]

Welches Verfahren benotigt die wenigsten Funktionsauswertungen, um
nicht weiter als 0.01 von der Losung entfernt zu sein?

1)
Linker Sitznachbar: Startwert x(©) = 10
Rechter Sitznachbar: Startwert x(© = —10

2) Startwert x(© = —1

Linker Sitznachbar: Newton-Verfahren
Rechter Sitznachbar: Gradienten-Verfahren
Exakte Losung: 0.30084
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Ableitun Meth
Methodfen mit Ableitung

Mathematische Losung T _
S mehrdim ale Optimierung

Anwendung auf Briicke
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Abl en
Methoden mit Ableitung

Mathematische Lésung Zusatz 2: mehrdimensionale Optimierung

Ubersicht

@ Problembeschreibung und Modellierung

© Mathematische Losung

@ Zusatz 2: mehrdimensionale Optimierung
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Mathematische Lésung Zusatz 2: mehrdimensionale Optimierung

Zusatz 2: mehrdimensionale Optimierung

Peter Gangl Doktoratskolleg “Computational Mathemati JKU Linz Matheseminar



tu r thoden

A ungsfreie
Methoden mit Ableitung
Zusatz 2: mehrdimensionale Optimierung

Mathematische Losun,

Die optimale Briicke

Anfangsdesign Optimales Design

y=03 J=016800 y=06326 J=016776
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Zusatz 2: mehrdimensionale Optimierung

Die optimale Briicke

Optimales Design

y=06326 J=016776
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