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Ubersicht

© Die neue Generation - Extremely Large Telescopes
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European Extremely Large Telescope (E-ELT)

e Europaische Siidsternwarte/
European Southern
Observatory (ESO) in
Miinchen

e Europaische Organisation
fur astronomische Forschung
in der sudlichen Hemisphare

e 16 Mitgliedsstaaten
e 2005: erste Plane fiir das

E-ELT
e 4. Dez. 2014: Entscheidung: Very Large Telescope
E-ELT wird gebaut (VLT, 8m)

Victoria Hutterer Riesenteleskope und Mathematik February 3, 2017 4 /46



European Extremely Large Telescope (E-ELT)

e Europaische Siidsternwarte/
European Southern
Observatory (ESO) in
Miinchen

e Europaische Organisation
fur astronomische Forschung
in der sudlichen Hemisphare

e 16 Mitgliedsstaaten

e 2005: erste Plane fur das

E-ELT
e 4. Dez. 2014: Entscheidung: European Extremely Large Telescope
E-ELT wird gebaut (E-ELT, 39m)
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European Extremely Large Telescope

e "the world’s biggest eye on the sky”, groBtes Teleskop der Welt
e am Cerro Armazones (3060m) in der Atacama Wiiste in Chile
e soll 2024 in Betrieb gehen
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European Extremely Large Telescope

E-ELT vs. Pyramiden von Gizeh
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The world’s biggest eye on the sky

e Austrian Adaptive Optics (AAO) Team in Linz
e Mathematische Algorithmen und Software fiir das E-ELT
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Instrumente am E-ELT

HARMONI
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Verschwommene Aufnahmen

e Warum erhalt man mit Teleskopen, die auf der Erde stehen,
verschwommene Bilder?

e Wodurch werden atmospharische Turbulenzen hervorgerufen?

e Sind Lichtstrahlen noch parallel, wenn sie das Teleskop erreichen?

point spherical
source wave
(diverging) plane wavefront
|
optical turbulent layer
. h
point
source . [ B T o
very-very A\ distorted wavefront | [/
far away \ /] (I
plane \/ /

eee oo ses

wave ground level
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Der Brechungsindex bestimmt die

Ausbreitungsgeschwindigkeit in einem Medium

e Brechungsindex n

o Phasengeschwindigkeit ve =

e Was passiert, wenn n > 1 gilt?
e Vakuum: n=1

Luft: n = 1.00029

Wasser: n = 1.33

Fensterglas: n = 1.52

Diamant: n = 2.42

Rays not parallel

i

4
7

Index of refraction .
variations Distorted
Wavefront

Plane Wave
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Wo treten diese Turbulenzen auf?

stratosphere

e

tropopause

10-12 km

stz rrehd tropopause
R velocty bwnce |

————"——"——wind flow over dome
boundary layer e

B e e

altitude (cm)
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Heat sources w/in dome
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eI e B A
turbulence struoture (2)
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Atmospharische Turbulenzen
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Was ist Adaptive Optik?

Lick Observatory, 1 m telescope

$i %

Long exposure: Short exposure Adaptive optics
blurred image image Image

e Technik zur Bildverbesserung

e Verwendung: Astronomie, Bildanalyse (vision science),
Laserbehandlung von Augen, Fernerkundung (remote sensing), ...
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Adaptive Optik (AO

Adaptive Optik korrigiert die Turbulenzen, die in der Atmosphare
entstehen.

Light From

Distorted

Wavefront e man verwendet das Licht eines
Sterns (guide star)

Gorrected e Wellenfrontsensor misst das
einfallende Licht

e beweglicher Spiegel gleicht die
High-resolution
Camera Turbulenzen aus

Sensor

Victoria Hutterer Riesenteleskope und Mathematik February 3, 2017



Laserleitsterne
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Adaptive Optik
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Wie funktionieren die beweglichen Spiegel?

BEFORE AFTER

-1 ] -]

Incoming Deformable Corrected Deformable
Wave with Mirror Wavefront Mirror
Aberration
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Bewegliche Spiegel

Continuous Segmented: Segmented:
Face Sheet Piston Piston/Tip/Tilt

==y (]

= o=
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gleich zu Space-Teleskopen

Neptun

Keck Telescope Hubble Space Telescope Keck Telescope
no AO NICMOS camera with AO

10 meter telescope 2.4 meter telescope 10 meter telescope

Uranus

L. Sromovsky
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Ubersicht

© Mathematische Einfiihrung
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Mathematische Einfuhrung: Matrix

A (an a12> B_ (511 b12>
a1 G2 ba1  bao
a11 - b1 + a1z - ba1  arr - bz + a2 - b
A-B=
ao1 - b1 +ago - bar a1 - b1z + aga - bao

Beispiel:

=6y ()
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Mathematische Einfuhrung: Matrix

A (all a12> B_ <b11 b12>
a21 Q922 621 b22
a1 -bir + a1z -bar  arr - b1z + a2 - b
A-B=
a1 - b11 + agn - ba1  ag1 - bia + azn - b

=63 ()

A.B— 1-7+2-1 1-3+2-5\ _ (9 13
 \3:7+4-1 3-3+4-5) \25 29

Beispiel:
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Mathematische Einfiihrung: Matrix

Beispiel:
5 3 1 -2 3 -1
A=13 2 1 B=10 5 0
4 -1 7 3 =3 0
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Mathematische Einfihrung: Matrix

Beispiel:
5 3 1 -2 3 -1
A=13 2 1 B=|0 5 0
4 -1 7 3 -3 0
(5~(—2)+3-0+1-3 5:3+3-5+1-(—3) 5-(—1)+3-0+1-0>
A-B=|[ 3-(-2)+2-0+1-3 3:3+2-5+1.(-3) 3.(—=1)4+2-0+1-0
4-(=2)+(-1)-0+7-3 4-3+(=1)-5+7-(=3) 4-(=1)+(-1)-0+7-0

-7 27 -5
= (-3 16 -3
13 —14 -4
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Beispiel: Messungen am Sensor eines Teleskops

Messungen in x- Richtung

100

Messungen in y- Richtung

2
50 1
100 0
150 #
2
200
100 200 %107

Hier haben wir 200 x 200 Eintrage.

Die Matrixmultiplikation wird sehr aufwendig!
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Mathematische Begriffe: Differential und Integral

e Sei f: R — R eine Funktion.

e Differential f’(x)
Anderung der Funktionswerte im Verhaltnis zur Anderung der
Eingabewerte
Anwendung: Maxima/Minima, Verhalten einer Funktion
Beispiel: f(z) = 23

e Integral [ f(z)dz
Anwendung: Flache unter einer Kurve, Mittelwert einer stetigen
Funktion
Beispiel: f(z) = 322
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Ubersicht

© Kurzer Einblick in die Optik
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Wie sieht ein einfaches Teleskop aus?

Nasmyth Teleskop
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Optisches Layout eines AO Systems

Warum sieht das so kompliziert aus?

Adsptive Optics Bench Light from Telemope
for Keck II Left Nasmyth Flatform

IE Amsoapherte Heperdion Compensator
androat Seatng

L. it sumbspaants Dupeesio Gompmsator
12 Sodiom Blekrok

LD HyHlt Senger
10, hoquelden Camsers
e curm & Degmone
20, 46D Stage
2L, Toape Simainlor
2, Dalamable Wi Siectavmetar
Intaroccmater

2, Dusl Star Motule Pl Separator
4, Dual Siaz Mot Scosmdwry Fold Mimer

e Wovon hangt die GroBe und die Position des beweglichen Spiegels ab?

e Was bestimmt die GroBe und Position des Wellenfrontsensors?
[ ]
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Ubersicht

@ Inverse Probleme
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Was ist ein inverses Problem?

Beispiel:
Wer multiplizieren kann, kann quadrieren.

direktes Problem: Das direkte Problem besteht darin, zu einer gegebenen
Zahl z ihr Quadrat y zu bilden, also y = 22.

inverses Problem: Gegeben ist eine Zahl y. Man soll nun eine Zahl z
finden, deren Quadrat gleich y ist. Oder anders gesagt: Man soll aus y die
Waurzel ziehen.

Bei diesem Beispiel ist das inverse Problem schwieriger als das direkte.
Das Vorwartsproblem ist in N ausfiihrbar, aber fiir das inverse Problem
muss man R einfiihren.
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Was ist ein inverses Problem?

e vorwarts vs. ruckwarts rechnen

Parameter eines mathematischen Modells — Daten
Parameter eines mathematischen Modells <— Daten

e Beispiele fiir Vorwartsprobleme und inverse Probleme

e Differenzieren & Integrieren
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Ein inverses Problem ist meistens schlecht gestellt.

Was bedeutet das?

Satz von Hadamard (Gutgestelltheit):

e Es gibt eine Losung.
e Die Losung ist eindeutig.

e Die Losung hangt stetig von den Daten ab.

Ist Differenzieren oder Integrieren schlecht gestellt?

Inverse Probleme sind meist schlecht gestellt.
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Fehler in den Daten

e Konnen Fehler in den Daten entstehen?
e Wie?
e Was passiert dann mit unserer Rechnung?
Wir betrachten richtige Daten x und fehlerhafte Daten z;.

Wie verhalten sich f(x) und f(x5)?

Der Fehler in der Losung wird durch |f(z) — f(zs)| beschrieben.
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Wie wirkt sich ein kleiner Fehler in den Daten auf die

Losung aus?

Wir verwenden

o f(x) =223

o fon(x) =223+ §sin (%)
fir z € R und ¢ sehr klein.

Berechne fiir n = 100, = 0.01:

e f(x) und f; . (2)
o [ f(z)dxund [ f5,(z)dx
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Wie wirkt sich ein kleiner Fehler in den Daten auf die

Losung aus?

e Kennen wir den Fehler?

e Brauchen wir Informationen tber den Fehler?

Die Stabilitat hat einen Zusammenhang mit dem Fehler.

Schon ein kleiner Fehler in den Daten kann einen groBen Fehler in den
Losungen bewirken!

e Fehler 0 in den Daten: |z —z5| < ¢
e Fehler in der Losung: |f(x) — f(xs)]

Der Ausdruck |f(z) — f(xs)| soll klein bleiben!
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Wie wirkt sich ein kleiner Fehler in den Daten auf die

Losung aus?

e Berechne nun die Fehler!

o |f'(z) = f'(xs)| =7
o | [ f(x) = [ flzs)| =

e Was passiert?
e Sind die Werte fiir n und § sinnvoll?

Welches Problem ist nun schlecht gestellt? - Differenzieren, Integrieren?
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Beispiele fiir inverse Probleme

Astronomie (Adaptive Optik): Bildverbesserung

Computertomographie: Man mochte aus den Messungen eines
Rontgenstrahls, der einen Korper durchstrahlt, Informationen tliber
das Innere gewinnen.

Aus den gemessenen Signalen eines Erdbebens mochte man
Eigenschaften des Erdinneren ableiten.
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Ubersicht

© Anwendungsbeispiel: Rekonstruktion einer Wellenfront
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Wir mochten aus den Messungen (Daten), die wir vom Sensor erhalten,

Messungen in x- Richtung Messungen in y- Richtung

2
50 1
100 0
150 oL
=2
200
100 100 200 %107

die einfallende Wellenfront berechnen.
e Ist das ein Vorwartsproblem?

e |st das ein inverses Problem?
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zuruck zu den Matrizen ...

(Y ()

e Wir mochten Az = b |6sen.

e Wir benctigen die inverse Matrix A=l denn dann gilt:
A Az =AY o 2= A"
— Wir betrachten die Singularwertzerlegung der Matrix:

Sei A eine beliebige Matrix. Dann gibt es orthogonale Matrizen U,V
sodass gilt
UTAV = D,

wobei D eine Diagonalmatrix ist und die Singularwerte enthalt.

Was heiBt das? Warum brauchen wir das?
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Wir rechnen ein Beispiel zur Singularwertzerlegung

e UT bezeichnet die transponierte Matrix.

=)=
ST I Vi I

UTAV =7

e Beispiel:

—_
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Wir rechnen ein Beispiel zur Singularwertzerlegung
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Die Inverse der Matrix A

o Kennen wir die Matrix A~1'? Gibt es Vorschlige?

e Konnen wir die Singulirwertzerlegung verwenden, um A~! zu
berechnen?
e Da D nur in der Diagonale Eintrige hat, kdnnen wir D~ einfach

berechnen: )
2/3 0
_]_ _
= (%)
e Was wissen wir bereits?

e UTU =T bzw. Ut =UT
o VIV =T bzw. V-1 =VT
e D1

Rechenregeln'
(ABC)"' =Cc—'B1A!
(AT)~1 = A-T
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Wir uberlegen uns...

UTAV =D /) 7t
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Wir uberlegen uns...

UTAV =D / 1
(UTAV)_1 =D7'  / Klammer auflésen

Victoria Hutterer Riesenteleskope und Mathematik February 3, 2017 43 / 46



Wir uberlegen uns...

UTAV =D / 1
(UTAV)_1 =D™! /  Klammer auflésen
via-ly=T = p! / Vlund U Tersetzen
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Wir uberlegen uns...

UTAV =D -1

(UTAV) " =D
V*lAflUfT — Dfl
viA~lU = D!

Klammer auflosen
V~lund U Tersetzen

mit V'von links multiplizieren

S~ T~ T T
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Wir uberlegen uns...

UTAV =D -1

/
(UTAV)71 = D! /  Klammer auflésen
v-ia~ty-T = p-! / Vlund U Tersetzen
viaAslu=p=t /
A"'U=vD™! / mit UTvon rechts multiplizieren

mit Vvon links multiplizieren
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Wir uberlegen uns...

UTAV =D
UTav) ' =D
VvlAa-ly-T = p-1
vIiA~ly = D!

-1

Klammer auflosen
V~lund U Tersetzen

mit Vvon links multiplizieren

~— T~ T T

A7'U=vD™! / mit UTvon rechts multiplizieren
A"'=vD 'U”
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Wir uberlegen uns...

UTAV =

©TAv)™

vlA T =
viA~lU =
AU =

A7l =

Victoria Hutterer

-1

D /

=D! /  Klammer auflésen
D1 / V7lund U Tersetzen
D! /  mit Vvon links multiplizieren
VD! / mit UTvon rechts multiplizieren
vD~'lu”

Wir kennen A1l
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Wir berechnen die Losung des Problems

A_l

(2960
L

Jetzt konnen wir auch die Losung x berechnen!

- 3)()-0
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zuriick zum Teleskop...

Wir mochten aus den Messungen

Messungen in x- Richtung

100 200

die einfallende Lichtwelle berechnen.

Messungen in y- Richtung

2
50 ]
100 0
150 =1
=2
200
zi0”
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Die Losung

e Wellenfront Rekonstruktion
1 o relativer Fehler 24.7206%
o e Die groBten Fehler treten am Rand des Ringes auf.
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