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KOMPLEXE ZAHLEN



Komplexe Zahlen

Kann die Gleichung
2 =-1

in den reellen Zahlen gelést werden?
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Komplexe Zahlen

Kann die Gleichung
z? = -1

in den reellen Zahlen gelést werden?
Antwort: Nein
— komplexe Zahlen C mit der imaginaren Einheit i.
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Komplexe Zahlen

Kann die Gleichung
z? =—1

in den reellen Zahlen gelést werden?
Durch i? := —1 gibt es in den komplexen Zahlen sogar zwei
Lésungen: 1 =i, 29 =
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Eigenschaften komplexer Zahlen

Far die komplexe Zahl a + ib = z € C gilt:

Realteil R(z)=a€R

Imaginarteil 3(z) =b€eR

Imaginére Einheit i mit ;2 = —1

Addition z+ (z+iy) = (a+z) £ i(b+y)
Multiplikation z(z + iy) = (ax — by) + i(ay + bx)
Konjugation z =a — ib

Betrag lz| = Va2 + b2 =2z
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Ubung 1: Komplexe Zahlen

Seiu=3+2iundv = —i:

a) u+wv e) |v|
b) v —u f) u
c) S(v) g) Gilt ww' = w'win C?
d) uv h) =

JXU



Rotationen

Beispiel: Rotation mit komplexen Zahlen

Sei z = 1 + i. Dann kann die Multiplikation mit i, —i

zi = (1414)i = =14
und
z(—i) = (1 +i)(—9) =1-—1

als Rotation betrachtet werden.

%
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Rotationen

Eine komplexe Zahl z € C kann um den Ursprung, im mathe-
matisch positiven Sinn, mit dem Winkel « durch

/
7 = &g

rotiert werden. Dabei ist 7, = cos o + i sin «
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Ubung 2: Rotation mit komplexen Zahlen

a) Zeige, dass |r,| = 1 ist. Warum ist das wichtig?

b) Wie lautet r, um ein z € C 7 im/gegen Uhrzeigersinn zu
drehen?

c) Berechne 2/ = (=1 +i)r, mitr, aus b).
d

)

) Warum muss rg = ry, = 1 sein?

e) Wird mit r,z und zr,, die gleiche Rotation durchgefiihrt?
)

f) Ist Tat+B = TalB-
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VEKTOREN



Vektoren

. 5 Ug . Vg .
Flr zwei Vektoren 4 = (g;;) ,U = <5y> € R3 gilt:
Skalarprodukt (i4,0) = uzvy + uyvy + u,v,
Lange ] = yJuz +uZ +u2 = \/(U1)
Einheitsvektor |4 =1
UyVy — UzVy
Kreuzprodukt 4 x 7 = | u,v, — ugv,
UgVy — UyVqg
Hilfreich ist auBerdem 4 x ¥ = —¢' x @ und dass | x 9] dem

Flacheninhalt des durch @ und v erzeugten Parallelogramm
entspricht.
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Ubung 3: Rechnen mit Vektoren

0
Seien @ = (_51) und ¥ = <g1g> Vektoren im R3.

V2
a) 4—v c) (u,u)

b) |7 d) Argumentiere Z x & =0

JXU
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Was sind Quaternionen?

Die Menge der Quaternionen ist durch
H = {zo + z1i + z2j + 23k | 2; € R}

gegeben, auBerdem definieren wir eine komponentenweise
Addition und eine Multiplikation durch

=i =k%=ijk=—1.
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Geschichte: Wer hat’s erfunden?

Sir William Rowan Hamilton (* 4. August 1805 in Dublin; t 2.
September 1865 in Dunsink bei Dublin) war ein irischer
Mathematiker und Physiker.
(https://de.wikipedia.org/wiki/William_Rowan_Hamilton)
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https://de.wikipedia.org/wiki/William_Rowan_Hamilton

Ubung 4: Rechnen mit Quaternionen

Seienp=2+i—-2k,q=i+j+keH.

~ o~ o~ o~ o~

—~ o~ o~ o~ o~
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Was haben wir gelernt?
Die Quaternionenmultiplikation ist nicht kommutativ. Das heif3t
im Allgemeinen ist

Pq # qp

und aus der Regel i? = j2 = k? = ijk = —1 folgt:

ij=k i=—k
k=i kj = —i
ki = j ik = —j

JXU
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QUATERNIONEN MIT VEKTOREN



Vektorschreibweise

Quaternionen lassen sich als Real + Vektoranteil auffassen.
Dabei wird q = qo + ¢11 + g2j + gsk als

o q1
q=Qo+q—qo+<gg>

ausgedrickt. Es gelten weiterhin die komponentenweise
Addition und eine Multiplikation durch

ap = (qo + ¢)(po + P) = poqo — (P,q) + Poqd + Do + ¢ < P.
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Weitere Definitionen

Fir die Quaternion q = gy + ¢ definieren wir:

Betrag  [q| = /g5 + [¢]?
Konjugation q=¢y — ¢
Einheitsquaternion |q| =1

Die Menge der Einheitsquaternionen wird mit H; bezeichnet.

Inverse ql=

Bla
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Ubung 5: Rechnen mit Quaternionen 2

Seienp=2+i—2k,q=1i+j+k, x,y € H.

a) po+p f) pa

b) g +¢ 9) pp!

c) plk +i)~! h) x 'x =xx7!

d) xx =xx i) ax =xa,a €R
€) Xy = yx ) eH™

JXU



Zusammenfassung

Flr Quaternionen q, p und r gelten die tblichen aus C
bekannsten Rechenregeln d.h.

* (gp)r = q(pr)
*q(p+tr)=qp+qr
cax=xamtaeR

CO) T =x
Aber

qp # Pq
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ROTATION



Rotation mit Quaternionen

Die Rotation von v € R? um die Achse 7 € R3,|i| = 1 und
den Winkel a € R wird durch

—~ = —1
U = qavq,

im mathematisch negativen Sinn © beschrieben. Dabei gilt

qo = cos(§) +iicos(5).
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Ubung 6: Rotation mit Quaternionen

a) Zeige, dass |q.| = 1, also q,, € H; ist.
b) Wie lautet qq fir o = 5 und 77 = (§) 2
c) Berechne ' = qq (é) q, ' mit q, aus b).

d) Wie lasst sich ein beliebiges ' = q.q,* zuriick zu v
drehen?

e) (gp) ' =p'q!firq,peH
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Warum ist die Multiplikation in H nicht
kommutativ?

Warum gilt nicht qp = pq

JXU



Warum ist die Multiplikation in H nicht
kommutativ?

Warum gilt nicht qp = pq
— Weil Rotationen nicht vertauschbar sind.

Dreht man den Punkt A = (1,0,0) erst mit  um die z-Achse
und dann mit dem gleichen Winkel um die z-Achse ergibt sich

JXU



Warum ist die Multiplikation in H nicht
kommutativ?

Warum gilt nicht qp = pq
— Weil Rotationen nicht vertauschbar sind.

Dreht man den Punkt A = (1,0,0) erst mit  um die z-Achse
und dann mit dem gleichen Winkel um die z-Achse ergibt sich
A = (—21) — andersherum erhalt man

JXU



Warum ist die Multiplikation in H nicht
kommutativ?

Warum gilt nicht qp = pq
— Weil Rotationen nicht vertauschbar sind.

Dreht man den Punkt A = (1,0,0) erst mit  um die z-Achse
und dann mit dem gleichen Winkel um die z-Achse ergibt sich
A = (—21) — andersherum erhélt man A” = (%)

JXU



Ubung 7: Vertauschbarkeit von
Rotationsquaternionen

Seien qq,qp € H; mit identischer Rotationsachse.

a) qa9s = 989a
b) dadp = da+8

Hinweis:

sin (z + y) = sinz cosy + cos xsiny

cos (z +y) =coszcosy —sinxsiny

JXU



Werden Quaternionen wirklich benutzt?

Ja schon ... etwas

Bibliotheken boost, Irrlicht, OpenSceneGraph, Eigen

JXU



Werden Quaternionen wirklich benutzt?

Ja schon ... etwas

Bibliotheken boost, Irrlicht, OpenSceneGraph, Eigen
Speichereffizienz Matrix (3 x 3), Quaternion (1 + 3)

JXU



Werden Quaternionen wirklich benutzt?

Ja schon ... etwas

Bibliotheken boost, Irrlicht, OpenSceneGraph, Eigen
Speichereffizienz Matrix (3 x 3), Quaternion (1 + 3)

Interpolation slerp(q,p,t) = q(q~'p)’ fir t € [0, 1] (spherical
linear interpolation)

JXU
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Rotation, schon und jetzt?

+ Bisher haben wir Rotationen jedoch keine Translationen
(Verschiebungen) betrachtet.

 Translationen lassen sich mit Hilfe von dualen
Quaternionen darstellen und berechnen.

+— Nicht Vertauschbarkeit von Rotation und Translation.

JXU



DUALE QUATERNIONEN
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TRANSLATION UND ROTATION



Duale Quaternionen

Eine duale Quaternion Q ist ein Element der Menge

H? := {qo + €q1 | g0, a1 € H}.

Die duale Einheit hat die Eigenschaft, dass 2 = 0 ist aber

e # 0.

JXU



Addition und Multiplikation in H*

Seien Q,P ¢ H°.

Q+P = (aqo+¢q1) + (Po +€p1)
= (go + po) + (a1 + p1)

JXU



Addition und Multiplikation in H*

Seien Q,P ¢ H°.

Multiplikation

QP = (qo + £q1)(po + €p1)
= qoPo + £(qoP1 + 91Po)

JXU



Konjugation und Einbettung

Eine duale Quaternion Q = qg + q1 wird konjugiert, indem
man beide Quaternionen konjugiert und das Vorzeichen des
Dualanteils wechselt.

Q=qo—cq

JXU



Konjugation und Einbettung

Eine duale Quaternion Q = qg + q1 wird konjugiert, indem
man beide Quaternionen konjugiert und das Vorzeichen des
Dualanteils wechselt.

Q=do—=q1
Ein Punkt wird durch seinen Ortsvektor ¥ mit
(14+0)+e(0+70) =1+4¢ev

in eine duale Quaternion eingebettet.

JXU



Spezielle duale Quaternionen: Rotation

Eine reine Rotation wird dann mit der dualen
Rotationsquaternion Q, = q, und

Qu(1+e0)Qq =

ausgedriickt.

JXU



Spezielle duale Quaternionen: Rotation

Eine reine Rotation wird dann mit der dualen
Rotationsquaternion Q, = q, und

Qu(1+e1)Qa = qu(1 + £9)qq

ausgedriickt.

JXU



Spezielle duale Quaternionen: Rotation

Eine reine Rotation wird dann mit der dualen
Rotationsquaternion Q, = q, und

Qu(1+e1)Qa = qu(1 + £9)qq

= qaQa t+ Ean(_la

ausgedriickt.

JXU



Spezielle duale Quaternionen: Rotation

Eine reine Rotation wird dann mit der dualen
Rotationsquaternion Q, = q, und

Qu(1+e1)Qa = qu(1 + £9)qq
= qaQa + Ean(_la

=1+4et

ausgedriickt.
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Spezielle duale Quaternionen: Translation

Zur Darstellung einer Translation mit dualen Quaternionen setzt
man Q; = 2 + ¢t und erhalt

Qi(1+£1)Q; =

JXU



Spezielle duale Quaternionen: Translation

Zur Darstellung einer Translation mit dualen Quaternionen setzt
man Q; = 2 + ¢t und erhalt

Qi(1+e0)Qp = (2 + et)(1 + £d) (2 + f)

JXU



Spezielle duale Quaternionen: Translation

Zur Darstellung einer Translation mit dualen Quaternionen setzt
man Q; = 2 + ¢t und erhalt

Qi(1+e0)Qp = (2 + et)(1 + £d) (2 + f)
= (2 +&t)(2 + et + 2¢7)

JXU



Spezielle duale Quaternionen: Translation

Zur Darstellung einer Translation mit dualen Quaternionen setzt
man Q; = 2 + ¢t und erhalt

Qi(1+e0)Qp = (2 + et)(1 + £d) (2 + f)
= (2 + &t)(2 + et + 2¢7)
=4+ 4e(t+ )

JXU



Spezielle duale Quaternionen: Translation

Zur Darstellung einer Translation mit dualen Quaternionen setzt
man Q; = 2 + ¢t und erhalt

Qi(1 +e0)Q; = (2 + et) (1 + 7)(2 + et)
= (24 et)(2 + et + 2¢70)
= 4+ 4e(t 4 7)
= 1+4¢(t+7)

JXU



Ubung 8: Translation und Rotation

Seien Q; = 2 + et'und Q, = qa.

a) Qta = QtQa d) Qat(l + Eﬁ)Qat
b) Qat = QaQt_
C) Qta(l+?)Qta e) QuQu = Q4+t

In welcher Reihenfolge werden in ¢) und d) Translation und
Rotation ausgefuhrt?
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Was mache ich jetzt damit?

Bibliotheken MathWorks, libdqg

Effizienz  Speicher Vorteil fir duale Quaternionen (Matrix
4 x 4, duale Quaternion 4 + 4).
Verkettung Vorteil fir duale Quaternionen.
Ausfuhrung Vorteil fir Matrizen.
Interpolation ScLERP(Qs, Q.,t) = Qs(Q; Q) flrt € [0,1]
(Screw linear interpolation)
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Was verschweige ich?

Homogene Koordinaten 4 + 4¢(f+ %) = 1 + ¢(t + 9)
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Was verschweige ich?

—

Homogene Koordinaten 4 + 4¢(f+ %) = 1 + ¢(t + 9)
Duale Zahlen a + ¢b, a,b € R

JXU



Was verschweige ich?

Homogene Koordinaten 4 + 4¢(f+ %) = 1 + ¢(t + 9)
Duale Zahlen a + ¢b, a,b € R

Quaternion Rotation Ist q,7q, ! immer die gewlinschte
Rotation? Existiert q, ! immer?
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Noch Fragen?
Falls nicht — Tschuss

JXU
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