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Was ist eigentlich Warmeleitung?

» Transfer von Warme in oder zwischen
Feststoffen/Fliissigkeiten/Gasen durch Kontakt
» andere Formen der Warmeiibertragung

> Wairmestrahlung: zB Ofen
> Warmekonvektion: zB Haarfohn



Ein paar Beobachtungen

» Wairme flieBt immer von warm zu kalt
» in einem System ohne Warmequellen verteilt sich die Warme
gleichmaBig

» verschiedene Materialien leiten Warme unterschiedlich gut

> oft kombinierte Warmeiibertragung
> zB Wairmeleitung + Warmestrahlung
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» Gute und schlechte Warmeleiter

+ Kupfer = 0l
+ Silber = Luft
» Wairmeleitung im Alltag

> Heckscheibenheizung im Auto

> Kiihlung von Komponenten in Smartphones
> lIsolierung eines Wasserkochers

DA



Ein Problem

» wollen ein neues Produkt entwerfen zB eine neue Chipkiihlung
im Smartphone
» bauen also Prototypen und machen Experimente
> teuer und aufwendig
» Frage: gibt es ein mathematisches/physikalisches Modell?
> JA!
> brauchen vorher aber ein paar mathematische Grundlagen



Die Ableitung |

Betrachten GroRe w iiber ein Zeitintervall [a, b], zZB Temperatur

> uns interessiert jetzt die (mittlere) Anderungsrate k iiber

dieses Intervall
» also bilden wir den Differenzenquotienten

u(b) — u(a)

k:
b—a

> Interpretation: Steigung



» Beispiel

B> w ist zurilickgelegter Weg — k entspricht mittlerer
Geschwindigkeit zwischen a und b

DA



Die Ableitung IlI

v

wollen aber Anderungsrate in einem Punkt a
Idee: lassen b Richtung a wandern
Mathematischer: bilden einen Grenzwert

lim u(b) — u(a)
b—a b—a

falls dieser Differentialquotient existiert, bezeichnen wir ihn

mit u/(a) )
u'(a) = lim u(b) — ula)

b—a b—a

u'(a) ist die Ableitung von u im Punkt a



Die Ableitung IV

» muss immer so ein Grenzwert gebildet werden?
> Nein, es gibt Rechenregeln und Ableitungstabellen!

> zB
u(t) =c = u'(t) = 0
u(t) = t" =  (t)= nt" !
u(t) = (t) = u'(t) = cos(t)
u(t) = cos(t) = u'(t) = —sin(t)



Die Integration |

Frage: konnen wir die Ableitung/Differentiation umkehren?

» Ja, durch das Integral
» abstrakt (“Stammfunktion”)

/ﬂ®ﬁ=f@
bzw mit Grenzen
b
/ F(t)dt = £(b) — f(a)

» auch hier: Rechenregeln und Integrationstabellen

Probe: Differenzieren



Interpretation: Flache unter der Funktion u zwischen a und b
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Integration: Ein Beispiel

Beispiel

Wir integrieren die Funktion

ft) =2t

[ si= [2u=2 1

1
=1
0

also

bzw

1
/ 2tdt = (t2)
0



Wieder zuriick zur Warmeleitung!

» Joseph Fourier, 1822: Fouriersches Gesetz

> besagt dass die iibertragene Warmeleistung proportional zu
Flache, Warmeleitfahigkeit und Temperaturdifferenz ist

Temperaturdifferenz

AT
O = A A
~~ Wi Vv leit- Q hni l
5 armeleit- uerschnitts- -~
Warmestrom | Cffizient - flache Dicke der

Schicht



Wieder zuriick zur Warmeleitung!

» Joseph Fourier, 1822: Fouriersches Gesetz

> besagt dass die iibertragene Warmeleistung proportional zu
Flache, Warmeleitfahigkeit und Temperaturdifferenz ist

Waérmestrom Temperaturdifferenz
~= A
O AT
P A — A
A ~~ l
~~ Wirmeleit- ~~~
Querschnitts- koeffizient Dicke der
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Wieder zuriick zur Warmeleitung!

» Joseph Fourier, 1822: Fouriersches Gesetz

> besagt dass die libertragene Warmeleistung proportional zu
Flache, Wirmeleitfahigkeit und Temperaturdifferenz ist

qg =- _A T
N, <~ ~~
Wirmefluss Wairmeleit-  Ableitung

koeffizient der Temperatur



Ein mathematisches Modell

Startpunkt: physikalisches Gesetz, Beobachtung

Ziel: mathematische Beschreibung eines natiirlichen Phdnomens
» machen dazu vereinfachende Modellannahmen zB

> gleichmaBiges Material
> nur eine Form der Warmeiibertragung



Ein Modell fiir die Warmeleitung

Wir betrachten einen Stab am Anfangspunkt z mit Lange Ax iiber
die Zeitspanne At

Wirmemenge Wirmemenge o 0 A~ R Wl q
die in » die in = + Ax Wairmeabgabe Wirme die im unterschied
wihrend At —|— wihrend N1 tiber den + Inneren erzeugt| — |zwischen
ranrenc /ahrend Mantel wird Anfangs- und
hineinflieRt hinausflieRt 5

Endzeit

» gibt nur Information liber gesamte Warmeenergie iiber ein
Zeitintervall

» wollen aber Aussage iiber Temperatur an einem Ort zu
einem Zeitpunkt

> durch mathematische Satze kdnnen wir das erreichen

» wir erhalten eine Differentialgleichung



» bisher: Gleichungen in Variablen, zB
522 =7,

etc...

sin(4x) = arctan(5),
» gesuchte GroRe x ist eine Zahl
» Losen zB durch Umformen, Losungsformel, etc...

DA



Differentialgleichung
» beschreibt Zusammenhang zwischen Funktion und ihren
Ableitungen, zB

u'(z) = 107 + u(x), uw'(z) — v (z) ==
» gesuchte GroRe w ist nun eine Funktion
» bendtigen zusatzlich
> ein Rechengebiet, zB Interval [0, 1]

> Anfangs- oder Randbedingungen, zB u(0) = 10, u(1) =0

DA



Lésen von Differentialgleichung

Wir wissen, Integration ist Umkehrung von Ableitung

» d.h., wir “integrieren” einfach die Gleichung

W (1) = (1)
/Ou(T)dT:/O f(r)dr
uw—mmzéfmm

» einsetzen der Anfangsbedingung

uw=m+Af®ﬁ



Ein Beispiel

Wir wollen losen

1. Integrieren

t t 5
5r2dr = (573)| ==t}
/0 3 o 3
2. Einsetzen
53_93
u(t) = u(0) + ot° = St



Noch ein Beispiel

Jetzt wollen wir ldsen

u'(t) =t —u(t), u(0) =1

» Einsetzen .
u(t) =1 +/O (1 —u(r))dr

» aber jetzt steht die gesuchte Funktion im Integral!



Was nun?

Losungsmoglichkeiten:

1. Exakt mit speziellem Ldsungsansatz
2. N&herungsweise = Numerik

Numerik?

> Teilgebiet der Mathematik
» beschéaftigt sich mit dem naherungsweisen Ldsen von
mathematischen Problemen



Ein erster Versuch

Betrachten wieder

W(t) = f(tu®),  u©)=0
mit Losung

u(t) = /O f(r,u(r))dr

Idee: wenn u eine “brave” Funktion ist, dann gilt vielleicht
u(t) =~ u(0), fir kleine t

» also ersetzen wir u(7) durch u(0)

u(t) ~ /0 F(r,u(0))dr

» Integral hdangt nicht mehr von u(t) ab — I6sen durch
Integrieren



Ein anschauliches Beispiel

Fltu) =t —u(t), w(0) =1

» wiahlen jetzt “kleines” ¢, zB ¢t = 0.05

0.05
©(0.05) = u(0) + /0 T —u(T)dr

0.05

0.05 1
%14-/ r—ldr=(3r2-r)| =095125
0

0

> exakte Losung ware 4(0.05) = 0.952459



Aber was ist u(1)?

Naherung ist nur genau fiir kleine ¢
Idee: betrachten nun Intervall [0.05,0.1], dann gilt wieder
u(7) =~ u(0.05)

» konnen dies immer weiter anwenden — “grole” ¢ sind kein

Problem mehr
» aber: miissen viele Integrale ausrechnen

> per Hand sehr miihsam
> vielleicht gar nicht mdglich!



Numerisches Integrieren |

Idee: rechnen Integral nicht genau aus, sondern wieder nur
naherungsweise

1. Unterteilen das Intervall [a, b] in gleich groBe Teile

2. Multiplizieren fiir jedes Teilintervall den Funktionswert mit der
Intervalllinge

3. Zusammenzahlen



» Mathematisch:

/t
0 >
mit 2B 7, = iAt, i = 0,1,

"7N

N
f(r)dr =~ ZAtf(Ti)’

Q>



/e F(8)dt ~ 10.4012
2

» Mathematisch:

t N
/ f(r)dr =~ ZAtf(Ti)’
0 >

mit zB 7, = iAt, 1 =0, 1,

"7N

Q>



/e F(t)dt ~ 10.7621
2

» Mathematisch:

t N
/ f(r)dr =~ ZAtf(Ti)’
0 >

mit zB 7, = iAt, 1 =0, 1,

"7N

Q>



/6 F(8)dt ~ 10.9407
2

» Mathematisch:

t N
/ f(r)dr =~ ZAtf(Ti)’
0 >

mit zB 7, = iAt, 1 =0, 1,

"7N

Q>



/6 F(t)dt = 11.1179
2

» Mathematisch:

t N
/ f(r)dr =~ ZAtf(Ti)’
0 >

mit zB 7, = iAt, 1 =0, 1,

"7N

Q>



Unser ¢ ist schon klein — konnen die Summe weglassen
» d.h., wir rechnen

/0.1
0

.05

(1 —u(7))dr =~ (0.1 — 0.05)(0.05 — u(0.05))
» konnen also Integrale schnell ausrechnen



Zuruick zur DGL!

Unser Verfahren zum Losen der DGL lautet also
(0)

u(ty) = u(to) + At f(to, u(to))
u(ty) + At f(t1,u(t1))




Losen der DGL durch Anndhern des Integrals
Brauchen:

» Anfangsbedingung u(0) = ug
» Zeitschrittweite At

u(tn+1) = u(tn) + Atf(tna u(tn))

DA




Das Eulerverfahren funktioniert also nicht immer.
» wir machen einen Fehler durch u(0.2) = u(0)
» der Fehler schaukelt sich auf

» Losungsmoglichkeiten:

> kleinere Schrittweite
> bessere Verfahren, zB

u(tnt1) = ultn) + At f(tnt1, u(tnt1))-

DA



Bisher: Losen der DGL durch Annahern des Integrals

Neue Idee: Annihern des (Vorwarts-)Differenzenquotienten

Wiederholung
v u( 4+ h) — u(x)
- @)= h

» Naherung fiir sehr kleine h

o (z) ~ u(x + h) —u(x)

h

DA



Vorbereitung

Bendétigen:
» Unterteilung des Rechengebiets (“Gitter”), zB

v

mit Abstand h := 21 —2g =29 — 21 = ...
> setzen an jedem Gitterpunkt den DQ ein:

u(zo) = up
o (ap) o IV ) _ i
u'(z1) & —u(xg) —ul@) = f(z1)

h

(AB)



Umformen auf u:

u(zg)

]
u(z1) = u(zo) + h f(zo)
u(ze) = u(x1) + h f(x1)

= haben wieder eine Niherung fiir v in jedem Gitterpunkt z;

DA



Wie vorher: was ist wenn f(z) — f(z,u(x))?
» wieder kein Problem:

u(zg) = ug

u(z1) = u(zo) + h f(xo, u(xo))
u(ze) = u(zy) + h f(x, u(xr))
u(zs) ~ u(xe) + h f(xe, u(x2))
u(zyg) =~ u(xs) + h fxs, u(xs))

o 5 = = E 9DAC¢



Andere Differenzenquotienten

Vorwarts-Differenzenquotient

1oy o Wt h) —u(z)
u'(z) ~ o

Riickwarts-Eifferenzenquotient

o) MO 1= 1)

Zentraler Differenzenquotient

_u(@+h)—u(r—h)

/
ulw) ~ 2h

u'(z1)
f 4 L
o) T )
(1)
@ ¢ t
Zo T T2
u'(z1)
@ ¢ L
Zo T ]



Bis jetzt: nur u/(t) = f(t,u(t))

Manche Phianomene in der Natur kdnnen so nicht beschrieben
werden

» zB Beschleunigung, Diffusion
= brauchen DGLs héherer Ordnung

Ordnung einer DGL
Hochste vorkommende Ableitung, zB

» u’(z) = 0 DGL 2ter Ordnung
» u""(x) = 0 DGL 4ter Ordnung

u]

o)
1

n
it

DA



Idee: u"(z) = (u/(x))

1. setzen Vorwarts-Differenzenquotienten ein

M@0%<wx+m

—u(z)\’
h
» Ableitung ist linear, also

<mx+m

—u@)) _1
h h
2. jetzt den Riickwiarts-DQ

(u’(w +h)— u'(a:))

DA



Der Differenzenquotient 2ter Ordnung

Fiir die zweite Ableitung erhalten wir also

u(x 4+ h) — 2u(x) + u(z — h)

7 ~
u'(z) ~ 2
} @ ¢ @ t t
o T T2 T3 Ty Ts
“einfachere” Schreibweise, 1 =0,1,...,n+1

s =i, oy =wlm), 5= i)




» schreiben in jedem inneren Gitterpunkt x; den DQ auf

—u"(x1) =~ 73 (—uo +2u; —u2) = fi

—u'(z9) =~ w2 (—u1 + 2ug — ug) = f:

1
—’LL//(.’En) ~

2 (_un—l + 2uy, — un+1) = fn

» ug bzw uy 41 kennen wir durch die RB — zB up = up41 =1



Wir haben nun n Gleichungen

([ —wy + 2u — u h
—uy +  2uy — uz = fo
1
AT
—Up—2 + 2Up1 — Up = fa
{ —Un—1 + 2up — Upp1 = fa
» wir kennen ug und w1

DA



Wir haben nun n Gleichungen

uo
( + 2u1 — ug = f1+m
—up + 2ug — uz = fo
1
h?
—Up—2 + 2Up—1 — U, = fn—l
Up+1
\_un—l + 2up, — = fn+ Z;

» wir kennen ug und u, 11 — auf rechte Seite bringen
» gesucht sind also uq, ..., u,

u]
o)
1
n
it

DA



Wir lésen die DGL
_ull(x)

=1, u(0) =
Rechengebiet (0,1), n =3 = h = 0.25

o X1 T2 €3

T4

DA



Ein Beispiel Il

1. stellen Gleichungssystem auf + RB

1

, 2U1 — u9 = 1 + ﬁ
ﬁ —ur + 2U2 — us = 1

1

= u + 2uz3 = 1+ ﬁ

2. Losen durch Elimination: w1 = uz = 3—2, Uy = %
3. vergleichen mit exakter Lésung u(z) = 1 (z — 2?)



I
I

I

()

w

)

«0O>» «Fr «=»r «



So weit, so gut

Wir miissen also statt einer DGL “nur” ein Gleichungssystem in den
reellen Zahlen |6sen.
Aber:

» wollen mdglichst genaue Lésung

— brauchen viele Gitterpunkte
» Ldsung per Hand sehr aufwendig oder unmdglich

> kann das nicht wieder ein Computer machen?



Wir schreiben unsere Gleichungen geordnet hin:

U
2u; —  up = f1+h—g
—u; + 2UQ — us = f2

1
h?
—Up—2 + 2un_1 - Up = fn—l
U
- Uy + 2u, = fut Z;l

DA



Lésen von Gleichungssystemen |l

Wir erkennen eine gewisse Struktur:

1. pro Gleichung maximal 3 Unbekannte
2. #Gleichungen = #Unbekannte

» wir schreiben die Koeffizienten in ein quadratisches Schema,
eine Matrix



Kurzer Einschub |

Matrizen und Vektoren

ai1 ai2 a3 . b1
A= | a1 a2 a23 |, b= | b2
a1 asz ass b3

> es gelten dhnliche Rechenregeln wie mit reellen Zahlen

> Addition, Subtraktion sind pro Eintrag
> Multiplikation - erfolgt immer Zeile % Spalte

. ar1 air2 ai3 b1 biai1 +b2ai2 +bzars
A-b=| a21 a22 a23 |-|b2]| =|braz1 +b2az2+bzazs
az1 asz2 ass3 bs biaz1 + b2az2 + bzass

> Division: nicht immer definiert!

> Vektoren sind spezielle Matrizen



“Dividieren” von Matrizen: Die Inverse Matrix

» “Inverse’ b einer Zahla: ba=1 = b=1
» selbe |dee bei Matrizen:

Inverse Matrix Bzu A: BA=1 = B=A"1
» [ ist die Einheitsmatrix, zB

1
I=10
0

o = O
— o O

DA



Zuriick zu unserem Gleichungssystem

Schreiben jetzt das Gleichungssystem als Matrix-Vektor:

2 —1 0 0 u fit i
[z o 0 sy f
n2 0 : : = :
o 0 -1 2 -1 Un—1 Jn—1
—_——— N———
Matrix K Vektor i Vektor f

Also kompakt geschrieben



» Losen des linearen Gleichungssystems
< Ausrechnen der Inversen Matrix K1, denn dann

=K1t f

> aber: ausrechnen der Inversen sehr aufwendig (auch fiir
Computer)
» Numerik: Algorithmen zum L&sen von Gleichungssystemen
(zB GauRsches Eliminationsverfahren)



Annahern der Ableitung durch den Differenzenquotienten
DGL 1ter Ordnung

» Vorwarts-DQ identisch mit dem Eulerverfahren
DGL héherer Ordnung

» miissen ein Gleichungssystem |&sen

DA



Endlich: Die Warmeleitgleichung!

» hangt vom Ort x und der Zeit ¢ ab
> enthilt partielle Ableitungen 9, 0,

» formal
Ou(z,t)  — N 0x(0zu(z,t)) = f(z,t)
Wirme“transport”  WWarmeleit- \vx e diffusion Wirmequelle

koeffizient

» benotigen Anfangs- und Randbedingungen

> immer: Anfangstemperatur
> Randbedingungen: zB Temperaturquelle am Rand, Isolation



Ein paar Infos zur Warmeleitgleichung

» Ohne Warmequelle ist die hdchste Temperatur am Anfang
oder am Rand v
> Energie kann nicht aus dem Nichts erzeugt werden!
» Temperaturunterschiede am Anfang sind nach unendlich kurzer
Zeit stetig verbunden

> Warmeleitgleichung beschreibt nicht nur Warmeleitung
> auch das Magnetfeld in einem Elektromotor kann damit
simuliert werden!
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Wieder zwei Moglichkeiten:

» Exakt 16sen mittels “Grundlésung” oder “Seperationsansatz”
» Naiherungsweise / Numerisch

DA



Numerische Losung der Warmeleitgleichung |

DGL erster Ordnung in der Zeit, zweiter Ordnung im Ort
Idee: Finite Differenzen im Ort, Eulerverfahren in der Zeit
Brauchen: Zeit- und Ortsunterteilung
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Numerische Losung der Warmeleitgleichung 11

“einfachere” Schreibweise

up = W@, tn), fI' = fxs,tn)

» Eulerverfahren im Punkt x; zum Zeitpunkt ¢,
=l + At (Oppul’)
» Finite Differenzen im Punkt x; zum Zeitpunkt ¢,

n n n
uy | —2u? + ()
Ax?

~
~

n
Ozl



Numerische Losung der Warmeleitgleichung 111

das kombinierte Verfahren lautet also:

At

n+1 n n n n
w, T =u; + —= (w1 — 2u; + u,
7 7 AIIIQ ( i—1 1 H—l)

t4I L 4

t; @ . 4

to @ 4

1 @ { . 2 L 4 4

lh ——@————o—>

xg T T x3 Ty 5



Beobachtungen:
» in diesem Beispiel brauchen wir kein Gleichungssystem |6sen
> nachster Zeitschritt ist explizit gegeben!

» also ganz “einfach” zu implementieren (Excel/Calc)
» “Zuwachs’ pro Zeitschritt wird mit % multipliziert

X
Allgemein
Wenn wir zuerst die Ortsdiskretisierung durchfiihren erhalten wir

=/

@(t) = [

Jetzt konnen wir nicht nur das Eulerverfahren nehmen sondern
auch ein anderes.

DA



Vor- & Nachteile der FD

+ Fiir manche Beispiele sehr einfach
+ Matrix ist diinnbesetzt = wichtig fiir die Lésung des
Gleichungssystems

= Interessantere Rechengebiete werden sehr kompliziert, zB
sternférmig

— Lésungsverhalten hingt stark von 25 ab



Zeitdiskretisierung

» Implizite Verfahren

» Verfahren hoherer Ordnung
» Mehrschrittverfahren
Ortsdiskretisierung

» Finite Elemente Methode

DA
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